Blatt Nr.

P& cistolier, behalten. gelingen.

Ubungsblatt: Ableitungstraining

Mit diesem Ubungsblatt setzen wir unsere ersten Schritte in das Themengebiet der
Differentialrechnung. Trainiert werden soll das Konzept des Anstiegs einer Funktion, das in der
Analysis eine pragende Bedeutung hat.

Dabei verstehen wir unter dem "Anstieg" oder der "Ableitung" einer Funktion an einer Stelle den
lokalen Zugewinn (oder Verlust) an y-Werten, wenn der x-Wert minimal ansteigt. Dieses Konzept
des minimalen Anstiegs tritt z.B. in der Wirtschaftstheorie auf, wenn wir fragen, wie sehr sich die
Kosten oder Gewinne verandern, wenn eine Einheit mehr produziert oder verkauft wird - oder in
der Physik, wenn eine Lange oder ein Winkel sich minimal andert (z.B. im Rahmen einer
Schwingung oder einer Verlangerung aufgrund thermodynamischer Griinde). In allen Fallen
wollen wir auf méglichst einfache Weise die Folgen dieser minimalen Anderungen fiir andere
Werte abschatzen.

Im Folgenden soll das Konzept des Anstiegs, der Anstiegswinkel und die strukturierte Ermittlung
des Anstiegs im Mittelpunkt stehen.

Deshalb setzen wir uns folgende Ziele:

e Ableitung, Anstieg, Anstiegswinkel

e Ableitungen von Elementarfunktionen

e Produkt-, Quotienten- und Kettenregel

e VerknlUpfungen mehrerer Ableitungsregeln

e Extras: Logarithmisches Differenzieren

Aufgabe 1: Ableitung und Anstieg bei Elementarfunktionen

a) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Elementarfunktionen sowie den Anstieg
an der genannten Stelle:

f1(x) = x? , Xo =3 fe(x) =sinx , xo =0
fL(x)=x%, xog=—1 f7(x) =cosx , x, :%
fi(x)=x"3, xg=2 fo(x) =tanx , xo=m
failx) =e* , x, =0 fo(x) = coshx , xo =In2

2

fe(x)=Inx , xo=e fio(x) =sinhx , x, =0

b) Ermitteln Sie den Anstiegswinkel der folgenden Funktionen an den genannten Stellen. Nutzen
Sie fur die Winkelbestimmung lediglich die Tabellen in der Formelsammlung:

f(x) =%x2 , Xo =1 g(x) =cosx , xg =0

h(x) = +3arctanx , x, = 0 k(x)=x71, xg=1
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Aufgabe 2: Ableitungen von Potenzfunktionen

Eine der wichtigsten Funktionenklassen sind die Potenzfunktionen, d.h. die Funktionen
f(x) = xP fur p € Q. Widmen Sie den Ableitungen dieser Funktionen besondere
Aufmerksamkeit!

a) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:

fi(x) = 3x? fox) == fir () = 3Vx®
f2(x) = 6x f(0) =5 fra(0) = 22
fa(x) =4 folx) =Vx fis(x) = 4%
fa(x) = 4x7 fo(x) = V3x fia(x) = J%

fi) =2 ol = 2 fisC) =%

b) Ermitteln Sie von den folgenden Funktionen den Anstieg an der genannten Stelle!

4
g1(x) = 2 X0 = 2 gs(x) = 6Vx, Xo =8
g2(x) = 2vx ,xo = 4 ga(x) = \E» Xo =2

c) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:
hi(x) =x*+3x2+2x+5 h3(x)=\/§+\/3—§

3 4 5 5
hz(x)=;+6x—4 h4(x)=§_7_x2+ 2x

Aufgabe 3: Ableitungen mit Umformungstricks

Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen: (nur auf Basis der Grundableitungen)

filr) = 52 f() = S fo@) = ~2In(Vx)

falx) = 316/; fe(x) = xiﬁif fro(x) = w’xs N xvx

fi(w) = & F0) =G + @) ful) =28

fibo) =2 fs(0) =3I (%) fi2(0) = 3In(x?) = 7In(x?)
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Aufgabe 4: Ableitungsregeln

a) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mittels Produktregel:

filx) = x3 - sinx fa(x) = (x*+1)- (x* —x)
fo(x) =Vx - tanx fs(x) =e* - cosx
f) = (& +22) - o fil) = ecan

b) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mittels Quotientenregel:

x%+5x+1 e*

g1(x) = 3 gs(x) = )
ln(x )
g2(x) = Sinx ga(x) = nG)
c) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mittels Kettenregel:

h,(x) = cos(3x) hs(x) =V5x + 4 hy(x) = logs(2 — x)
h,(x) = e** he(x) = (6 — 4x)° hio(x) = Vsinx + cosh x
hs(x) = cosh(4x) h,(x) = sin(x? + x) hi1(x) = Tﬂ”‘
h,(x) = arctan(2x) hg(x) = e*** hy(x) = arctan(x? — 5x)

Aufgabe 5: Verkniipfung mehrerer Ableitungsregeln
Manchmal sind mehrere Ableitungsregeln notwendig, um zum Ziel zu kommen.

a) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

filx) = x% - e¥ fr() = o=

fo(x) = 2x - cos(x?) fo(x) = cos(V4 — x2)
f) = =22 fo(x) = sin® (4x)

() =g fio(x) = x - cosh(2x)
fo(x) = x - arctan(x?) fir(x) = arcsin ()
fo(x) = /sin(3x — 2) f12(x) = arcosh(ve? + 1)

b) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mit logarithmischer Differentiation:
91(x) = x* 93(x) = (cosx)™

g2(x) = (3)*° ga(x) = (Inx)In*
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Losungen: (Angaben ohne Gewahr, bei Unklarheit bitte nachfragen)

1.a) fi(x) = 2x,f{(x0) = 6 ; fi(x) =5x%f;(x0) =5 ; f3(x) = =3x7% f5(xo) = _13_6 )

fix) =e* filxg) =e’=1; fi(x) =1/x,fi(xy) = 1/e?; fi(x) =cosx,fi(xg) =cos0=1;

f1(x) = =sinx, f;(xo) = —sin(m/3) = —v3/2; fg(x) = 1/cos’x , f3(x,) = 1/(=1)* =

fo(x) = sinhx, f7(x,) = sinh(In2) = %(e“‘2 —e™In2) =3/4; fl,(x) = coshx , flo(x,) = cosh0=1;

b)f'(x) =x, m=f'(x,) =1,a =arctanm = 45° ; g' (x) = —sinx, m = g'(xy) = 0,a = arctanm = 0°
h'(x) = Tgxz'm =h'(xy) = V3,a = arctanm = 60% k' (x) = —1/x2, m = k'(xp) = —1,a = arctanm = —45°
2.2) f{ (%) = 6, f(x) = 6, f;(x) = 0, f{ (x) = 28x6.f5’(x) = —%,fg<x> = -0 = -2 f() = 7=

V3 1 15 4
fox) = \/— fio(x) = \/F’flll(x) =Tw,f1'2(x) = 5\/— Sis(x) = \/— Sa(x) = _5/‘/F Sis(x) = _3;/9—_967

’ 4 1 1 1 ’ 2 1 ' 1 1
b) g1(x) = —zm=-1, g2 (x) =Fm=3, g3(x) =3\/?' m=-, gi(x) = e MmT .

c) hi(x) = 4x3 +6x+2h2(x)———+6 hy (x) = 2\/_ 2\/_ hy (x) = — +%+§5\[::4
3./0) =~ 5= 2 A0 = et T AW = 1- 5 AW = LW = — 75 i) = -4
23 15/8
6 6 5
FG) = L0 = =5 o) =~ ) = T ) = — e - ? ) = -

tanx

4.a) f/ (x) = 3x%sinx + x3cosx, f (x) = s cost

fa(x) = (23 + 3x2 + 2x + 2)e¥,

fix) = (x®*+12x — 1) + 3x2(x? — x), fa (x) = e*(cosx — sinx), fL(x) = ! _arctanx
¥ i e VX1 +x2)  2Vx3
' _ (2x+5)(x+3)—(x2+5x+1) x2+6x+14 sinx— x cosx
b) gl(x) - (x+3)2 (x+3)2 9 2( )= sin2x
, X(x3_3x2 X(x—3) —lnx l x3 31
g3(x) = < (xxs ) = ;4 , ga(x) = T =0 (oder' g4(x) = lnnxx = 3)
c) hi(x) = —3sin(3x), hy(x) = 4e**, hi(x) = 4sinh(4x), hy(x) = m,
5
hi(x) = ————, h.(x) = —40(6 — 4x)°, h,(x) = (2x + 1) cos(x? + x), hh(x) = 8xe**
5(x) N 6(x) ( )7 hy(x) = ( ) cos( ), hg(x)
By Gx) = B () = cosx + sinh x B () = 8x B () = 2x—5
= Ting. 2-x)"" = 2sinx + coshx’ = (x2+7)5" 1 VeI (x* — 5x)2
5.a) fi (x) = 2xe*™ + 4x%e™ = e**(2x + 4x?), f)(x) = —4x?sin(x?) + 2 cos(x?),
3 cos(2x) .
') = (cosz(3x) +2sin(2x) tan(3x)) _ (3 cos(2x) + 2 sin(2x) sin(3x) cos(3x))
fa(x) = cos2(2x) B cos2(2x) - cos2(3x) ’
2x?
00 ln(x2+1)—m ) = 2x2 2 arctan(e), () = 3cos(3x — 2)
x) = , = arctan(x _—
* In?(x? + 1) s ° 24/sin(3x — 2)
3x(2x + 3) 2 3
AT+ 3x - S92 3 <3(x +3%) — S x(2x + 3))
f/(x):( 2VX2+3X — 2 — 9x — 9
7 x2 + 3x (x2 + 3x)3/2 2(x2 +3x)%2  (2x + 3)VxZ + 3x
x - sin(\/4 — xz)
i(x) = ————2, f7 (x) = 12 sin?(4x) cos(4x), f{,(x) = cosh(2x) + 2x sinh(2x)
f8 W f9 flO
) = 1 Ax*+1D-2x%)  (A-x*) 1—x?
f11X—1+( x )2 (x% + 1)? T2+ D2+ a2 x*+3x2+1°
x2+1
1 1 1 e?* e* 1
fi2(x) = . 2P =—- = (= )
JE*+1) -1 2Ve?* +1 e* Ve +1 Ve +1 \ Ve +1

b) gi(x) = x*(Inx + 1), g;(x) = (3x)x2(2x In(3x) + 2), g5(x) = (cosx)™*(—In(cos x) + x tanx),
gs(x) = (Inx)n* (M + ;) (zugegeben, das ist wirklich ein Kraut! © )

x xInx
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